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Abstract
In the usual approach for characterizing the binary probabilities induced by rankings, one
exhibits inequalities dening facets of the linear ordering polytope. Here, we present a direct
method, for an important class of binary probabilities induced by rankings, associated with the
3-monotone matrices class. c© 1999 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
Resume
Dans la demarche habituelle, pour tenter de caracteriser les distributions binaires associees
a des distributions ordinales (DI.B.A.D.O.), on cherche des facettes du polytope des ordres
lineaires.
Ici, nous proposons une methode directe pour une certaine classe importante de DI.B.A.D.O as-
sociees a la classe des matrices 3-monotones. c© 1999 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
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1. Introduction et rappels
Le concept de matrice 3-monotone est introduit, generalisant celui de matrice mono-
tone deni en [4]. Nous montrons que les distributions ordinales representees par des
matrices 3-monotones sont des DI.B.A.D.O. sans triplet cyclique.
Denition. Par ordre sur X = f1; 2; 3; : : : ; ng on entendra dans ce qui suit tout ordre
strict et total.
Un ordre O, sur X , peut donc e^tre represente par une permutation de X : ijk : : : ; ou
i est le minimum de X (ou premier element), j est le minimum de X − fig (second
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_element), k designe le minimum de X − fi; jg (troisieme element), etc. On ecrit xOy
pour dire que x est avant y.
On designera par T l’ensemble des ordres totaux stricts sur X et par X (2) l’ensemble
des couples d’elements distincts de X .
Ordre naturel. L’ordre naturel note R n’est autre que 123 : : : n.
Ordre inverse.  L’ordre inverse de O note O est deni par la permutation miroir de O
et l’on a x Oy si et seulement si yOx.
Permutoedre. On appelle permutoedre le graphe non oriente (T; A) note Pn, tel que:
 Les sommets de Pn sont les elements de T.
 (O1; O2) 2 A si et seulement si il existe un couple unique uv (u 6= v), tel que uO1v
et vO2u: (clairement, u et v sont consecutifs dans la permutation O1 et echanges
dans la permutation O2). On adoptera le formalisme O2 = Oo1uv) (et a l’evidence
O1 = Oo2vu).
Cha^ne minimale. Soit x et y deux sommets du permutoedre, une cha^ne joignant x et
y est dite minimale, si elle comporte le minimum d’are^tes possibles.
Ainsi, pour jX j = n, toute cha^ne minimale joignant un ordre a son inverse est de
longueur egale a n(n− 1)=2:
Distribution ordinale. Soit =fO1; O2; : : : ; OmgT , et p : ! ]0; 1] une application
qui a Oi fait correspondre pi avec
mX
i=1
pi = 1:
On dira que E = (;p) est une distribution ordinale (ou DI.O.) sur X . Autrement
dit, une DI.O. sur X est un ensemble d’ordres totaux sur X , ponderes par des nombres
reels pk 2 ]0; 1], tels que la somme des pk soit egale a l’unite. On pourrait la noter
E = f(Ok; pk); 16k6mg:
Fonction DI.B.A.D.O. (Distribution binaire associee a une distribution ordinale). Si
l’on pose pour i 6= j:
(i; j) = fOjiOajg
alors l’application
fE : X (2) ! [0; 1];
qui a tout couple (i; j) d’elements de X (2) fait correspondre
fE(i; j) =
X
O2(i; j)
p
sera dite distribution binaire associee a la distribution ordinale E (en abrege DI.B.A.D.O.)
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Il est clair que
fE(i; j) + fE(j; i) = 1; (i; j) 2 X (2):
Denition. On appelle distribution binaire, notee DI.B., toute application:
f : X (2) ! [0; 1];
(i; j) 7! f(i; j);
veriant
f(i; j) + f(j; i) = 1:
Ainsi les DI.B.A.D.O. sont des DI.B. particulieres. Le probleme de caracteriser les
DI.B. qui sont des DI.B.A.D.O. reste ouvert, et n’est resolu que pour jX j65. Pour
plus de details on peut, par exemple, consulter [2,5,7,8,10,11].
Enn une DI.B. f sera decrite dans la suite par la n n matrice
A= (aij);
incompletement speciee sur la diagonale avec
aij = f(i; j) (i 6= j):
2. Le resultat principal
Denition. Soit A = (aij) une matrice de DI.B. ; on dit qu’elle est 3-monotone si et
seulement si pour tout i; j; k; i<j<k on a: soit aij6aik6ajk , soit aij>aik>ajk .
Theoreme. Toute matrice 3-monotone est une matrice de DI.B.A.D.O.
Demonstration. La preuve consiste a construire (algorithmiquement) une DI.O. dont
la DI.B.A.D.O. est representee par une telle matrice. Cette construction utilise induc-
tivement le lemme suivant:
Lemme. Dans toute matrice 3-monotone, il existe un entier p tel que
ap(p+1) = Minfaij j i< jg:
Construisons, sur les couples ij (i< j), une relation d’ordre total:
le premier couple, designe par e0, est choisi selon le lemme. Les autres couples e1,
e2, etc sont tels que
 d’une part ae06ae16ae26::
 d’autre part (surtout en cas d’exaequos) le couple ek+1 soit consecutif dans l’ordre
Roeo0e
o
1e
o
2 : : : ek .
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Une DI.O. correspondante a la matrice (aij) est formee des ordres
R; Roe0; Roeo0e1; R
oeo0e
o
1e2; : : : ; R
oeo0e
o
1e
o
2 : : : ek ; R
munis successivement des poids
ae0 ; ae1 − ae0 ; ae2 − ae1 ; : : : ; aen(n−1)=2−1 − aen(n−1)=2−2 ; 1− aen(n−1)=2−1 :
Remarque. Lorsque les elements de faij j i< jg sont tous dierents, la determination
des ordres d’une DI.O. correspondante est facile a obtenir ; il sut d’ordonner faij j i<
jg dans un ordre croissant et inverser successivement les couples correspondants.
Exemple. Soit A la matrice 3-monotone suivante:
 0:75 0:63 0:88
0:25  0:45 0:88
0:37 0:55  0:93
0:12 0:1 0:07 
Un premier tri des aij donne:
(2; 3)< (1; 3)< (1; 2)< (1; 4) = (2; 4)< (3; 4):
Apres les trois premieres etapes on obtient l’ordre
O = Ro23o13o12 = 3214:
Entre les couples 14 et 24 seul 14 convient et Oo14=3241: Le couple suivant est alors
24 (donnant 3421) et le dernier couple est 34:
En resume, la distribution ordinale associee est
f(1234; 0:45); (1324; 0:18); (3124; 0:12); (3214; 0:13); (3241; 0:0);
(3421; 0:05); (4321; 0:07)g:
Corollaire. Toute matrice 3-monotone peut e^tre associee a une DI.O. dont les ordres
sont les sommets d’une me^me cha^ne minimale du permutoedre.
La reciproque de ce corollaire est vraie aussi.
3. Relations avec les conditions Cij
Denition. R designant l’ordre naturel sur X , on dit que l’ordre O sur X verie la
condition R=Cij (16i; j63) si et seulement si pour tout triplet T =fp; q; rg d’elements
de X l’objet classe ieme dans R(T ) restriction de R a T n’est pas classe jeme dans
O(T ) restriction de O a T .
Remarque. On sait que si les ordres totaux verient l’une des conditions R=Cij alors
la methode majoritaire ne produit pas d’intransitivite (cf. par exemple [9]).
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Les matrices 3-monotones caracterisent une large classe des DI.B.A.D.O., parmi
celles qui sont associees aux DI.O n’impliquant pas d’intrasnsitivite lors de l’application
de la methode majoritaire. A titre d’exemple, les matrices monotones [3] sont 3-
monotones et caracterisent les DI.B.A.D.O associees aux DI.O qui verient la con-
dition de Black (C23) [1]. D’autre part, les matrices des DI.B.A.D.O associees aux
DI.O qui verient l’une des conditions R=C21, R=C12 ou R=C32 sont 3-monotones [4].
Proposition. Soit E = f(Oi; pi) j i = 1; 2; : : : ; mg une DI.O. sur X telle que, pour tout
triplet T d’elements de X , f(Oi(T ); pi) j i = 1; 2; : : : ; mg verie l’une des conditions
C23, C12, C21, C32: Les distributions ordinales E sont telles que leurs DI.B.A.D.O.
sont descriptibles par des matrices 3-monotones et sont donc ‘equivalentes’ a d’autres
DI.O. denies sur une cha^ne minimale du permutoedre.
Ce n’est plus le cas pour C31, C33, C11, C13 [6].
Reciproquement, d’apres le corollaire, a toute matrice 3-monotone on peut associer
une DI.O. ayant ses ordres sur une cha^ne minimale.
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